COURANTS DU TYPE RESIDUEL ATTACHES A UNE 
INTERSECTION COMPLETE 
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Abstract. We construct in complete intersection's case, elementary currents 
which describe the local ideal, and give a decomposition in it for holomorphic 
function. 



1. Introduction et preliminaires. 

Si / est une fonction holomorphe sur une variete complexe, on lui associe deux 
courants importants en analyse et geometrie complexe, le courant d'integration sur 
{/ = 0} et la valeur principale associee a / (voir [7] et [5]) de la maniere suivante: 



l/l>^ 



< Vp{f),<j) >=\im 
< [/ = O],0>- / 

Jf=0 



r 



Ces definitions meritent quelques commentaires : pour ce qui concerne le courant 
d'integration, d'apres les travaux de P.Lelong, il faut comprendre que I'integrale 
est prise sur les points reguliers de {/ = 0}, et que cette derniere est une integrale 
generalisee convergente, car les singularites de {/ — 0} sont de codimension au 
moins 1 dans {/ = 0} (voir par exemple [5] pour les definitions rigoureuscs) ; 
I'existence de la valeur principale est plus delicate et reside essentiellement sur 
le theoreme de la resolution des singularites (voir [6], [7]). II y a un prix a payer 
a I'utilisation de ce resultat : aucune information sur I'ordre de cette distribution. 
Ces definitions peuvent etre generalisees a la codimension superieure, voir [6], [10], 
pour la valeur principale et [5] pour le courant d'integration. Dans ce qui suit, 
nous allons parler des generalisations de la valeur principale, les courants residuels; 
dans [10], apparaissent les courants suivants, X/, pour I et J deux sous-ensembles 
disjoints de {I,-- - ,p} et 6 ^ e{9) un pave admissible (voir [10] et [6], pour la 
definition). Si {/i, • • • , /p} est une intersection complete, 

< X/, (f) >= lim 



^^°h\fi\>ei{S),\f.,\=e.,(0)} fifj 

Ces derniers courants sont trcs importants (qui sont toujours obtenus par la resolu- 
tion des singularites) car il est montre dans [10], que X^'^' " ''^^ donne la description 
de I'ideal engendre par (/i, • ■ • , fp), et que les courants Xj donne une decomposition 
"explicite" d'une fonction appartenant a I'ideal engendre par (/i, • • ■ , /p). 
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II est bien connu (voir [10] ) que la caracterisation de I'ideal engendre par (/i , • • • , fp) 
est de nature cohomologique : si Ton definit 



avec (j) une (n, n — p)-fornie test 9-ferniee au voisinage de / ^(0), alors Resf est 
independant de e assez petit, et nous avons le resultat : 

Theorem 1.1. ([10])Si g est holomorphe au voisinage de zq G {/ = 0}, alors 

g e // (localement au voisinage de zq) si et seulem,ent si gResj = 0. 

Par le theoreme d'Hahn-Banach, Taction de Resf peut etre prolonge en un 
courant X sur les {n,n — p)-formes tests qui va decrire If, mais cette approche 
n'est pas constructive car elle repose sur Taxiome du choix. Dans [10], on construit 
une extension particuliere de Resf, X^^'" ''^^, qui est minimale dans le sens oh 

gX^^' " '^^ = 0, si 5 G y/lfj malheureusement, elle est obtenue par le theoreme de 
resolution des singularites, ce qui ne rend pas le procede plus explicite pour autant. 

Dans ce papier, nous proposons la construction d'une extension de Res f par- 
faitement explicite (uniquement avec le theoreme de preparation de Weierstrass) , 
mais qui n'est pas minimale au sens precedent, et done differe du courant de Coleff- 
Herrera. 

Dans [8], nous avions construit une extension explicite de Resf dans le cas de 
la codimension 1 et dans certains cas particuliers d'intersection complete, pour la 
codimension superieure. On verifie aisement - comme nous I'a signale le referee - 
que le courant X obtenu pour, par exemple / = {zf — n'a pas la propriete 
d'extension minimale et n'est done pas le courant residuel classique dVp{f). 

Evidemment plus les courants precedents sont obtenus de maniere explicite, plus 
on obtient d'informations sur I'ideal et sur la decomposition d'un element partic- 
ulier; c'est pourquoi, le theoreme de resolution des singularites peut s'averer un ob- 
stacle difScilement surmontable par exemple, pour obtenir des decompositions dans 
certains espaces de regularites pour les fonctions holomorphes (par des methodes 
L^, H. Skoda a obtenu un theoreme de ce type important dans les espaces a 
poids). 

Ici, nous proposons une autre approche plus elementaire, pour construire des 
courants ayant les memes proprietes de ceux de Coleff-Herrera-Passare (en ce qui 
concerne la description dc If et de la decomposition dans //) dans le cas d'une 
intersection complete quclconque. Cette approche repose essentiellement sur le 
theoreme de preparation de Weierstrass et donnc done I'ordre des courants constru- 
its. Cette construction est la suite d'articles precedents (voir [8], [9]) qui donnaient 
ces courants dans des intersections completes particulicres. Pour rcndrc Particle 
plus lisible, nous comrncncons la construction pour une intersection complete de 
codimension 2, le cas general est obtenu avec la meme philosophie dans les parties 
suivantes. 




Liste des notations. 



-Pour (/> = X] (pijdzi A dzj une {p, (j')-forme differentielle, on note d(p la partie de 
bidegres (p, g' + 1) de sa differentelle exterieure. 
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-On iiotera di{(f)), la forme differcnticllc de bidegres (p, q) definie par I'expression: 

-Pour / une fonction holomorphe verifiant Ics conditions du theorcmc dc Weier- 
strass par rapport a la variable z;, on note son polynome de Wcierstrass par 
rapport a zi associe. En general, nous designerons par Ni le degres de Pi par 
rapport a zi. 

-Pour (/i, • • • une intersection complete au voisinage de 0, nous noterons 

egalement (/). 

-Si Pi,Qi sont deux polynomes de Weierstrass par rapport a la variable Zi, 
Ri{Pi,Qi) designe le resultant de P; et Qi par rapport a la variable zi (il est a 
noter que Ri ne depend pas de la variable zi). 

Dans [8] et [9], nous avions degage "les proprietes fonctionnelles" que devaient 
verifier une famille de courants attachee a (/i, /2) afin de decrire //. Plus precisement, 

rappclons le theoreme de [8] : 

Theorem 1.2. Soit (^1,^2) une intersection complete definie au voisinage de ; 
s'il existe une famille de courant {Xi,X2) verifiant les proprietes ci-dessous : 

61X1 = 1, 62X2 = BXi, 9iX2 = 0, 

alors g e Iioc{6i,02) si et seulement si gdX2 = 0. 

Remarque 1.3. Le theoreme precedent (et le theoreme 4-1 par la suite, pour la 

codimension superieure) est encore vrai des que I'on pent trouver {X^, X2) verifiant 
les deux proprietes ci-dessus, sans que (6*1, ^2) soit forcement une intersection complete 
- la preuve de [8] repose uniquement sur les proprietes fonctionnelles des courants 
-. Nous le mentionnons dans le cas d'une intersection complete car il s'agit du 
cadre naturel de son application : en effet dans le cas non intersection complete, il 
est clairement impossible, en general, de produire des courants avec ces proprietes - 
pour s'en convaincre, considerer la situation f = {zi,zi) -. De meme, le theoreme 
de decomposition (3.1) est valable - par la meme preuve produite dans [8] - sans 
I'hypothese d 'intersection complete. 

On nous a fait remarquer que I'on peut ohtenir les theoremes 1.2 et 4-^ c-^i 
utilisant la theorie generale developpee dans [Ijet [2]. Mais a notre avis, I'approche 
de [8] est plus elementaire et suffit a notre construction. 

Enfin, nous tenons a signaler que dans le cas d'une intersection complete, le 

calcul sur les courants residuels classiques (les courants Xj definis precedemment) 
developpe dans [11], [4] et [13], assure qu'ils verifient les conditions du theoreme 
1.2, et en codimension superieure les conditions (1) et (2) du theoreme 4-1- 

Ici, nous voulons produire d'autres courants (que les courants de Coleff-Herrera- 

Passare) verifiant les hypotheses du theoreme 1.2 - sans utiliser le theoreme d'Hironaka 
-, et de la maniere la plus constructive possible. En general, il est tres diffi- 
cile de construire directement de tels courants, sauf dans certains cas particuliers 
d'intersections completes (voir [8] et [9]). L'idee est done de toujours se ramener a 
cette situation (voir, section : Construction d'une intersection complete adaptee et 
ce qui suit pour la codimension 2). 
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Soit (/i,/2) une intersection complete definic au voisinagc do dans C" avec 
G {/i = /2 = 0} ; quittc a faire un changcinicint lincaire de coordonnees, on 
pent supposer que (/i,/2) vcrifient les conditions du thcorcnic dc preparation de 
Weierstrass par rapport a la variable zi, et obtenir ainsi : /i = Uf^P(^ et /2 = 
Uf^Pi^ au voisinage de 0, avec Ui des unites. 

Nous avons done : 

R^{P(\Ph{z') = ar{z)h{z) + a2{z)Mz) (*), 

avec ai des fonctions holomorphes au voisinage de ; on pent remarquer que si 
(/i, /2) est une intersection complete alors (/i, i?i) Test cgalcmcnt. Claircmcnt g G 
hocifii f2) si et seulement si gdet{A) G Iiocifi, -Ri); ou A est la matrice holomorplie 
de passage de (/i, /2) a (/i, iii) ; on peut ecrire, en utilisant A, (*) sous la forme : 

Ri{Z') = ai{z)fi{z) + det{A)h{z) (**). 

Ainsi, nous allons appliquer le theoreme 1.2, non pas directement a (/i, /2), mais 
a I'intersection complete qui elle est adaptee. 

2. Description de hodh, f2)- 

Commencons par nous placer - quitte a faire a nouveau nn changement lineaire 
de coordonnees, mais uniquement sur les variables {Z ), cette fois - dans un systeme 
de variables, pour lequel R\ verifie les conditions du theoreme de Weierstrass par 
rapport a la variable Z2 (ceci nous sera utile par la suite). 

Definissons le courant , pour F e N, par son action sur les (n, n)-formes tests 
au voisinage de : 

<xlA>= I ^ar^-^), 

oil A^i est le degres de II est alors assez facile de voir ([8]), que X\ verifie 
I'equation - modulo une constante de normalisation - : 

hxl = 1, V r e N; 

de meme, il est aise d'obtenir I'expression de dX\ sur les (n, n — l)-formes : 

<dxl,ct>>=f 

Maintenant, construisons X2, un (n, n — l)-courant, par la formule : 

oil N2 est le degres du polynome de Weierstrass associe a Ri - P^^ -, et enfin T est 
choisi de sorte que I'integrande soit une fonction reguliere. 

Fait 1 : RiX^ = Bxj^ 

En effet, explicitons Faction du courant a droite de legalite : 
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et done, a I'aide de A^2-integration par partie - par rapport a la variable zi -, on 
obtient I'egalite. 

Fait 2 : fiX^ = 
En effet, nous avons les egalites : 

<hXlct>> = J^^ ^d^^ l^diJffdl'^^ (^)) 

a+7^Njc" \ J \ J 

pRi 

le facteur -A— ne depend pas dc la variable zi , ceci cntraine - en integrant TN-i- 

strictement inferieur a FA^i - I'egalite souhaitee. 

Nous pouvons maintenant decrire I'ideal local, en 0, engendre par (/i, /2): 
Theorem 2.1. g £ /;oc(/i)/2) si et seulement si le courant gdet{A)d{X2) = 0. 

Remarque : 

Le precede pour obtenir le courant X2 est parfaitement explicite-la matrice A et 
le resultant Ri s'obtiennent en deroulant I'algorithme d'Euclide pour les polynomes 
de Weierstrass {P(\P(^) -. 

Preuve du theoreme : 

comme nous avons vu lors de la section 1, g £ hocifi-, 12) si et seulement si 
gdet{A) e Iioc{fi,Ri) ; mais nous sommes capables de decrire cet ideal-car la 
famille verifie les conditions du theoreme 1.2-, et done g € Iioc{fiif2) si 

et seulement si gdet{A)d{Xl) = gd{det{A)Xl) = 0. 

3. FORMULE DE DECOMPOSITION DANS Iloc{fl,f2)- 

Dans cette section, nous supposerons que 9 = {01,62) est definie au voisinage de 
Br, la boule fermee de C" de centre et rayon r. 

Nous considerons egalement des fonctions 9\{(,z) et 9l{(,z) holomorphes sur 
Br X Br tellcs que : 

9,iz) - 9,(0 = ^9l{C,z)izi - Q) 92iz) - 02(C) = E^2(C,^)(^i - d), 

i i 

autrement dit une decomposition de Hefer de 9i et 92 sur Br- Si (Xi,X2) est une 
famille de courants verifiant les conditions du theoreme 1.2, nous avons le resultat 
plus precis de decomposition dans 02 (voir [8]). 

Theorem 3.1. Soit g holomorphe sur Br avec gdX2 = 0. Alors, il existe Pi{C, z), 
P2(Ci z) deux noyaux integraux holomorphes en z, ne dependant que de Br, tels que 
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Vz e Br : 

g{z) = 9,{z)<gXuPi{.,z)> + 9,{z)<J2(^2iC,z)dQAX2,P2{.,z)> 

i 

+ e2{z) < Y,^l{C,z)dCiAX2,P2{.,z) > . 
i 

Considerons le courant det{A)X2 construit a la section precedents, alors nous 
avons d'une part : 

.hdet{A)X^ = 0, 
et d'autre part, en utilisant Ics proprictcs dcs courants (Xf 

f2det{A)X^ = (i?i - aifi)X^ = RiX^ = dX^ . 

Par consequent, la famille de courants (Xf , c?ef(^)X|') verifie, pour (/i,/2), les 
conditions d'application du thcorcmc 3.1 - a dcs constantcs dc normalisation pres 
-, et I'on obtient une formule de decomposition pour g G hocifi, /2)- 

4. Cas de la codimension superieure a 1. 

Enoncons les deux resultats de [8] , sur lesquels repose cette construction. 

Soit (6*1, •• • ,9p) une intersection complete au voisinage de ; supposons qu'il 
existe une famille de courants {Xi,- ■ ■ , Xp) verifiant les proprietes (1) et (2) suiv- 
antes: 

f {l):9iXi^l, 9jX,=dXj_,, Vj G {2,--- 

[ (2) :ViG{2,.-. ejXi = 0, VjG{l,--- 

Alors, nous avons la description de Iioc{6i, ■ ■ ■ ,dp) ■ 

Theorem 4.1. Sous les conditions precedentes : 

9 G hoci^i-, ■ • • ) ^p) si et seulement si gdXp = 0. 

Remarque 4.2. Comme pour le theoreme 1.2, le resultat est valable des que 
I'on peut trouver des courants verifiant (1) et (2), sans I'hypothese d' intersection 
complete - la preuve est la mime que celle de [8]-. 

De meme, le theoreme suivant de decomposition est valable des que les courants 

verifient (1) et (2) avec la mime preuve de [8]. 

En fait, nous avons un resultat de decomposition dans Iioc{9i, • • • , 9p), comme 
dans la cas de la codimension 2 : 

Theorem 4.3. Soit {9i, ■ ■ ■ , 9p), une intersection complete sur une boule de centre 
et de rayon r, Br, soit {Xi, ■ ■ ■ , Xp) une famille de courant verifiant les conditions 
(1) et (2) ci-dessus, et enfin, g holomorphe sur Br avec gdXp = 0. Alors, il existe 
des noyaux integraux, Pi{(^,z),--- ,Pp{C,,z), holomorphes en z, ne dependant que 
de Br, tels que, M z & Br : 

g{z) = J2CMz) < giOBiiC,z)AXi,Pii.,z) >, 

i>j 

avec les notations suivantes : 

Bj{C,z) = b,{C,z)A--J^j{C,z), 
< B\ = biiC, z)A---A hi^) A • • • A bj{C, z), l<j et SKC, z) = 1, 
. bi{C,z) = Y:tibi{C,z)dCi ou 9i{z)-9i{0 = j:7=ibi{C,z){zi-Ci). 
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Si (/i, • • • , fp) est une intersection complete donnee au voisinage de 0, conime 
dans la section precedente, nous n'allons pas construire directement-car cela est a 
priori pas evident. ..-la famille (^i, ■ ■ • associee ; mais, nous aliens passer par 

une intersection complete intermediaire, construite a partir de la premiere, pour 
laquelle, il est facile de construire la famille de courant adhoc. 

5. Construction d'une intersection complete adaptee. 

Nous aliens preceder par induction. Soit Ui le vecteur de compesantes {fi)i<i<p', 
pour construire 1/2, commencons par faire un changement de ceerdonnees lineaires, 
afin que les fi verifient le theereme de preparation de Weierstrass par rapport a la 
variable zi. Dans ces neuvelles ceerdonnees, U2 est le vecteur de compesantes 

(/i , i?i (P/^ , ^ Xi^,P{'), • • • , i?i (P/^ , ^ X^^^pI' ),•••, i?i (P/S A^,pP/' )), 
1=1 1=1 1=1 

oil j est I'indice qui indique la position dans le p-uplet U2 , les j sent des scalaires 
cheisis de maniere a ce que U2 soit une intersection complete en 0; ceci est possible 
car (/i, ■ • • I'estQ 

En effet, soit (51, ■ • ■ ,gp) des polynomes de Weierstrass par rapport a la vari- 
able zi, definissant une intersection complete en zero : il suffit de montrer que si 
( (71 , Pi {gi , 52 ) , ■ ■ ■ T RiigiT 9i)) 6st une intersection complete au voisinage de zero et 
{gi,Ri{gi,g2), - ■ ■ 1 Ri{gii gt)i Ri{gi, gi+i)) non, alors il existe (A/) t els que 

t+i 

{gi,Ri{gi,g2), - ■ ■ ,Ri{gi,gi),Ri{gi,'^^igi)) 

1=1 

soit dc dimension n — i — 1. Notons pour I < p 

Wi :={Pi(5i,<?2) = --- = Pi(5i,5/)=0}cC"-i = (z2--- ,2n) , 

^ {.91 = • • ■ = gi = 0}; 

Wi+i ne depend pas de la variable zi done - si Wi+i Ci {gi = 0} n'est pas une 
intersection complete en zero -, alors Pi ((71,5^+1) est identiquement nuUe sur une 
composante irreductible de Wi. Considerons la projection tti : 

{51 = 0} ^ C""^ , (Zi, • ■ • , Z„) (Z2, • ■ • , Zn); 

^11 faut remarquer que (/i , Ri {P(^ , P(^), ■ ■ ■ , Ri (Pi^ , ^'i ^ )) n'est pas une intersection compl- 
ete en general-meme si (/i, ■ ■ ■ , fp) Test-; il est done necessaire de choisir des scalaires, (Aj j)(2 < 
i Pi 1 ' i)i pour que 

(/l , fil (P/l , X'2.2Ph, {PI' , X'2jP!'), ■■■,Ri iP{' , A^,pP/' )), 

oil Ton somme sur I'indice du liaut variant de 1 a I'indice du bas a droite, soit elle, une intersection 
complete. En voici un exemple : 

(/l(2) = {^1 -I- Z2){Z1 -1-23-1- 2223), /2(2) = 21-1- 2|,/3(2) = 21+22-1- 23); 

un calcul elementaire conduit aux expressions suivantes : 

RihJ'z) = 22(2! -2I - 2I23 -|-23),R(/i,/3) = 2223(1-23). 

Ainsi sur {22 = 0}, i?.(/i,/2) ct R{fi,fi) sont tous deux nuls...mais en prenant une perturbation 
lineaire de /s, soit en posant g = a/2 -I- fe/3 avec a, b des constantes complexes, on obtient 
(/l , -R(/l , /2), J?{/i , 9)) qui elle, est une intersection complete. 
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nous avons iTi{Vi) C Wi,Vi C tt^ ^(Wi) et de plus, dim{Vi) — dim{-Ki ^(VFi)) = n—i, 
ce qui entraine que 7rf ^(Wj) possede quelques composantes irreductibles de plus que 
Vi : 

7rri(w^i) = (Ufert.)u(u,rJ"), 

ou r'y. sont les composantes irreductibles de Vi et les autres! 

Maintenant R\{g\,gi+\) identiquement nuUe sur implique gi+\ identique- 
ment nulla sur une composante irreductible de 7r^^(Wi); Vi+i est une intersection 
complete et done, V k dim{{gij^i = 0} fl Ty. ) = n — i — 1, ce qui entraine I'existence 
de ji tel que = sur T^^ , identiquement. 

Considerons I'ensemble A: 

A := {j/ffi+i = sur P}; 

pour tout j G A, dimiV^ C\Vi) = n — i — 1, i\ existe done (A;) - A^+i peut etre choisi 
non nul - tels que Y^\tX ^i9i ^st non identiquement nuUe sur pour tout j G A et 
sur pour tout j. Clairement une combinaison lineaire de ce type ne peut etre 
identiquement nulle sur un Ty, , on a done hdl non identiquement nuUe sur 

une composante irreductible dc 7rf ^(Wj), ainsi 

dzm({i?i(gi,^Aj5i) =0}nW,) =n-i-l. 
1=1 

ce qui termine la preuve de I'assertion. 

On note on outre que les composantes f/^ de f72, j > 1, sont des fonctions 
holomorphes des variables {z2, - ■■ ,Zp). 

Supposons Ui-i un p-vecteur donne, definissant une intersection complete au 
voisinage de 0, de coordonnees U:^_^ avec C//_]^ des fonctions holomorphes des vari- 
ables {zj, - ■ ■ , Zn), verifiant le theoreme de preparation de Weierstrass par rapport 
a la variable zj pour j < i — 1, et U-_-^ des fonctions holomorphes des variables 
{Zi-i, ■ ■ ■ ,Zp), pour j >i-l. 

Le vecteur Ui est alors obtenu de la maniere suivante-en effectuant un change- 
ment de coordonnees lineaires en les variables {zi-i, ■ ■ ■ , Zp), de facon a ce que les 
j ^ i — ^, vcrificnt Ic thcorcmc dc preparation de Weierstrass par rapport a 
la variable Zj-i-; on choisit des scalaires X\ j, {j > i), {I < j) comme ci-dessus et 
Ton pose: 

1=1 1=1 

-On note d'une part, que Uf sont des fonctions holomorphes en les variables 
{zj, - ■ ■ , Zn) pour j < i qui verifient le theoreme de preparation de Weierstrass par 
rapport a zj, et U- sont des fonctions holomorphes des variables {zi, - ■ ■ Zn), pour 
j > i- 

-D'autre part, que C/j definit une intersection complete au voisinage de si Ui-i 
en definit une, pourvu que les \\ j soient correctement choisis. 
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-Pour finir, on pose (/i, R2, ■ ■ ■ , Rp) := Up et nous avons la situation suivante : 
les fonctions Ri, sont des fonctions holomorphes en les variables (zi, • • • z„) verifiant 
le theoreme de preparation de Weierstrass par rapport a Zi . 

6. Construction de la famille (Xi,--- ,Xp) associee a (/i,i?2,-'- 7-Rp) 

Etant donne une intersection complete, il n'est pas simple en general de constru- 
ire une famille de courants verifiant les conditions de la section 4. Par contre, pour 
une intersection complete de la forme (6*1, •• • , 9p) avec 9i des fonctions holomorphes 
des variables (z^, • • ■ , z„) verifiant le theoreme de preparation par rapport a Zi, cela 
est plus aise. Choisissons (Fi, • • • ,Tp) une famille de p entiers naturels de maniere 
a ce que les fonctions intervenant dans les integrandes soient regulieres, et posons, 

Alors, par des arguments similaires au cas de la codimension 2, on verifie sans peine 
que la famille de courants {Xi, ■ ■ ■ ,Xp) possede toutes les proprietes requises. 

Soit A ^ (ai^j)-i designe la colonne et j la ligne-la matrice triangulaire superieure, 
dont le pivot ai^i vaut 1, qui transformc (/i,--- , /p) en (/i,i?2,''' ,Rp)', soit 
Si :— Y[[=i'^i-i' pour I £ {1, • ■ • ,p} et enfin, {Xi,--- ,Xp) les courants verifiant 
les hypotheses du theoreme 4.1 pour I'intersection complete (/i, i?2, • ■ • , -Rp). 

Corollaire 6.1. Soit (/i,-- - , fp) une intersection complete. Alors, nous avons 
g e Iiocifi, • • • , fp) si et seulement si gdet{A)dXp = 0. 

Preuve du corollaire : 

Nous avons g S Iiocifi, • • ■ , fp) si et seulement si gdetA S Iioc{fi,R2, ■ ■ ■ , Rp)-on 
pent par exemple utiliser la formule de transformation des courants residuels clas- 
siques (voir Pour conclure, il suffit d'appliquer le theoreme 4.1 a (/i, i?2, ■ ' ■ : Rp)- 

Comme a la section precedente, nous allons obtenir une decomposition dans 
I'ideal local a partir de la famille {Xi, ■ ■ ■ , Xp). 
Nous avons J^i (^i,pfi = Rp^ 6t done 

{Spfp ~ Sp—iRp — Sp—i ^j—]^ Oi^pfi, 
SpfpXp = Sp-idXp-i — X/iLi o,i,p5p-ifiXp. 

Comme i G {1, • ■ • ,p — 1} et que A est triangulaire, alors Ui^pSp-ifi s'exprime 
en fonction de /i, i?2, • • • , Rp^i, et done 

SpfpXp — Sp-idXp^i. 

^Remarquons que la loi dc transformation des courants classiques de Coleff-Herrcra ([3]) as- 
sure que, si (/), {</) sont deux intersections completes et {</) = A(f) avec A une p X p-matrice 
holomorphe, alors 

B[l-]f,...;,d[^] =det(A)^[-]^■■■^^[—]. 
h Jp 31 9p 

C'est cette propricte qui est particuliere aux courants residuels classiques dans I'ensemble des 
courants decrivant I'ideal local de /. II serait interessant de voir si cette propriete les caracterise 
totalement dans cet ensemble... 
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De plus, pour tout I < p-toujours car A est triangulaire- 

i-i 

fiSp = fm^iSl = S^Ri - ai^iSlfi, 

ou (5p signifie que Ton omet a/^; dans le produit. Par consequent, /jJp s'exprime 
en fonction dc /i,i?2, • • • ce qui entrame fi5pXp = 0, pour tout I < p. On 
verifie de la meme maniere que ,fp-i5p_iXp_i = (5p-2f^^p-2 et fiSp-iXp_i — 0, 
pour tout I < p — 1. Au bout du compte, 11 vlent sans dlfficulte que la famille 
(Xi, ^2X2, • ■ • , SpXp) verifie toutes les conditions requises du theoreme 4.2, ct nous 
avons done une decomposition, en termes de courants elementaires, dans Iiodf)- 

7. QUELQUES EXEMPLES. 

Considerons (/i,/2), I'lntcrscction complete au voisinage de definie par : 

{zf + Z2Z3, zf + Z3Z1 + Z2~ 

des calculs elementaires donnent les expressions suivantes : 

Riifij2) = Z2zl + {zl - z| - 2223)^- 

En posant P{z) = zi — 2;| + z| + 2:2-^3, nous avons : 

i?i(/i, /2) = {zl + P{z))h{z) - P{z)h{z) := hdz)h{z) + h2{z)h{z). 

En appliquant les resultats des sections 1 et 2, nous obtenons la famille {Xi,h2X2) 
qui decrit I'ideal associe a (/i, /2) : 

<xi,.^>=/|a|0(<^), 

Nous allons donner un autre exemple d'une intersection complete au voisinage 
de dans : 

(/i,/2,/3) := {zl + zl + zl,zl + zl,zl^-Z2Z3)- 
comme precedement des calculs elementaires conduisent aux resultants : 

R{fuf2)='^zl + 2zlzl + zl 

R{fi,f3)=zl + 3zizl + zl; 

De la meme maniere, on obtient que le resultant de ces deux dernieres expres- 
sions est z|. Ainsi, il existe une matrice A{que I'on pent calculer avec I'algoritme 
d'Euclide), qui transforme (/i, /2, /3) en I'intersection complete {zf + Z2+ zf, 2^2 + 
2z|z| + ^3,2:3) := (51, 52) 53)- Pour cette derniere, il est facile de construire la 
famille de courants decrivant I'ideal en engendrc par (.91,52,53)1 en choisissant 
Ni et N2 deux entiers suffisamments grands afin que les expressions ci-dessous 
soient integrables : 

<xi,0>=/|lar(0), 

< <x2,^>=/^ar=(^9rH^)), 
[ <x3,0>=/|ai(^ari^9rw)). 
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En utilisant les notations de la section 3, la famille de courants {Xi, 62X2, 63X3) 
decrit done I'ideal en engendre par (/i, /2, /s)- 

Considerons dans C^, I'intersection complete : 

f = {zl + z! + zlzt) = {h,f2). 

Cette exemple est important car Tsikh-Passare, dans [12], montre que pour obtenir 
le courant residuel associe a /, il est necessaire de considerer 9 — > e{9) un pave 
admissible (les limites dependent de la maniere de "tendre vers zero"). Neanmoins, 
nous remarquons que / est deja du type regulier et il est aise de voir que les courants 
suivants decrivent I'ideal local de / : 

<Xi,<^>=/^9i"(0), 

<x2,</.>=/fia4(^aio(^)). 
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